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О средних ν-поперечниках некоторых
классов функций в пространстве L2(R)

На классах функций Wr(ωm,Φ), где r,m ∈ N, Φ — мажоранта, ωm — модуль
непрерывности m-го порядка, получены оценки сверху и снизу колмогоровского,
линейного и бернштейновского средних ν-поперечников. Также приведено условие,
при выполнении которого из указанного результата следуют точные значения
перечисленных экстремальных характеристик.

Ключевые слова: средняя размерность, средний ν-поперечник, мажоранта, модуль непре-
рывности.

На класах функцiй Wr(ωm,Φ), де r,m ∈ N, Φ — мажоранта, ωm — модуль
неперервностi m-го порядку, отримано оцiнки зверху та знизу колмогорiвського,
лiнiйного та бернштейнiвського середнiх ν-поперечникiв. Також наведено умову, при
виконаннi якої з зазаначеного результату витiкають точнi значення перерахованих
екстремальних характеристик.

Ключовi слова: середня розмiрнiсть, середнiй ν-поперечник, мажоранта, модуль неперерв-
ностi.

Estimates above and estimates below have been obtained for Kolmogorov, linear and
Bernshtein average ν-widths on the classes of functions Wr(ωm,Φ), where r,m ∈ N, Φ —
is a majorant, ωm is the mth-order modulus of continuity. Exact values of enumerated
extremal characteristics, following from one condition were obtained too.

Key words: average dimension, average ν-width, majorant, modulus of continuity.

Пусть L2(R), где R = {x : −∞ < x < ∞}, есть пространство всех
измеримых на оси R функций, квадрат модуля которых интегрируем по Лебегу

на любом конечном промежутке, а норма ‖f‖ =

{ ∞́

−∞
|f(x)|2dx

}
< ∞. Символом

Bσ,2, σ ∈ (0,∞), обозначим множество функций, являющихся сужениями на R
целых функций экспоненциального типа σ, принадлежащих пространству L2(R).
Для произвольного элемента f ∈ L2(R) через Aσ(f) обозначим величину его
наилучшего приближения множеством Bσ,2 в L2(R), т.е. Aσ(f) := inf{‖f − g‖ : g ∈
Bσ,2}. При этом почти всюду на R существует конечная разность m-го порядка
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∆m
h (f, x) :=

m∑
j=0

(−1)m−j
(
m
j

)
f(x + jh), где h ∈ R, m ∈ N, с помощью которой

определяется модуль непрерывности m-го порядка для f ∈ L2(R)

ωm(f, t) := sup{‖∆m
h (f)‖ : |h| 6 t}, t > 0. (1)

Если множество функций M принадлежит L2(R), то полагаем Aσ(M) :=
sup{Aσ(f) : f ∈M}.

Вопросы, связанные с вычислением точных констант в неравенствах типа
Джексона и нахождением точных значений средних ν-поперечников в простран-
стве L2(R) рассматривались, например, в работах [1] – [10]. Данная статья
продолжает указанную тематику.

Напомним необходимые определения и понятия, следуя Г.Г.Магарил–Ильяеву
[11] – [12]. Пусть BL2(R) есть единичный шар в L2(R); Lin(L2(R)) является
совокупностью всех линейных подпространств в L2(R);

Linn(L2(R)) := {L ∈ Lin(L2(R)) : dimL 6 n}, n ∈ Z+,

d(M, A, L2(R)) := sup{inf{‖x− y‖ : y ∈ A} : x ∈M}

есть наилучшее приближение множества M ⊂ L2(R) множеством A ⊂ L2(R). Под
AT , где T > 0, понимаем сужение множества A ⊂ L2(R) на отрезке [−T, T ], а через
LinC(L2(R)) обозначим совокупность таких подпространств L ∈ Lin(L2(R)), для
которых множество (L∩BL2(R))T предкомпактно в L2([−T, T ]) при любом T > 0.

Если L ∈ LinC(L2(R)) и T, ε > 0, то существуют такие n ∈ Z+ и M ∈
Linn(L2(R)), для которых d((L ∩BL2(R))T ,M, L2([−T, T ])) < ε. Пусть

Dε(T,L, L2(R)) := max

{
n ∈ Z+ : ∃M ∈ Linn(L2([−T, T ])),

d((L ∩BL2(R))T ,M, L2([−T, T ])) < ε

}
.

Данная величина не убывает по T и не возрастает по ε. Величину

dim(L, L2(R)) := lim{lim inf{Dε(T,L, L2(R))/(2T ) : T →∞} : ε→ 0},

где L ∈ LinC(L2(R)), называют средней размерностью подпространства L в L2(R).
В [11] было показано, что

dim(Bσ,2;L2(R)) = σ/π. (2)

Пусть M есть центрально-симметричное подмножество из L2(R) и ν > 0 явля-
ется произвольным числом. Тогда под средним ν-поперечником по Колмогорову
множества M в L2(R) понимают следующую экстремальную характеристику:

dν(M, L2(R)) := inf{sup{inf{‖f − ϕ‖ : ϕ ∈ L} : f ∈M} :
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: L ∈ LinC(L2(R)), dim(L, L2(R)) 6 ν}.
Подпространство, на котором достигается внешняя нижняя грань, называется
экстремальным.

Средним линейным ν-поперечником множестваM ⊂ L2(R) называют величину

δν(M, L2(R)) := inf{sup{‖f − V (f)‖ : f ∈M} : (X, V )},

где нижняя грань берется по всем парам (X, V ) таким, что X есть нормированное
пространство, непосредственно вложенное в L2(R), а V : X → L2(R) является
непрерывным линейным оператором, для которого Im V ⊂ LinC(L2(R)) и
выполнено неравенство dim(Im V, L2(R)) 6 ν. При этом M ⊂ X, а Im V
есть образ оператора V . Пару, на которой достигается нижняя грань, называют
экстремальной.

Для множества M ⊂ L2(R) под средним ν-поперечником по Бернштейну
понимают следующую экстремальную характеристику:

bν(M, L2(R)) := sup{sup
{
ρ > 0 : L ∩ ρBL2(R) ⊂M} :

: L ∈ LinC(L2(R)), dim(L, L2(R)) > ν, dν(L ∩BL2(R), L2(R)) = 1
}
.

Последнее условие, применяемое для L при вычислении внешней верхней грани,
означает, что рассматриваются только те подпространства, для которых имеет
место аналог теоремы В.М.Тихомирова о поперечнике шара. Этому свойству
удовлетворяет, например, подпространство Bσ,2, если σ > νπ, т.е. dν(Bσ,2 ∩
BL2(R), L2(R)) = 1.

Между перечисленными экстремальными характеристиками множества M ⊂
L2(R) выполняются следующие неравенства:

bν(M, L2(R)) 6 dν(M, L2(R)) 6 δν(M, L2(R)). (3)

Напомним, что точные значения средних ν-поперечников некоторых классов
функций впервые были найдены в работах Г.Г.Магарил–Ильяева [11], [12].

Символом Lr2(R), где r ∈ N, обозначим класс функций f ∈ L2(R), у которых
производные (r − 1)-го порядка f (r−1)(f (0) ≡ f) локально абсолютно непрерывны,
а производные r-го порядка f (r) принадлежат пространству L2(R). Отметим, что
Lr2(R) становится банаховым пространством, если норма в нем определяется как
‖f‖+ ‖f (r)‖.

Пусть Φ(t), где t ∈ [0,∞), есть непрерывная возрастающая функция такая,
что Φ(0) = 0, которую далее будем называть мажорантой. Через W r(ωm,Φ), где
r,m ∈ N, обозначим класс функций f ∈ Lr2(R), для каждой из которых при любом
t ∈ (0,∞) выполняется неравенство ωm(f (r), t) 6 Φ(t).

Теорема 1. Пусть ν ∈ (0,∞); r,m ∈ N, функция Φ является мажорантой.
Тогда имеют место следующие соотношения:

1

2m(νπ)r
inf

{
Φ(τ)

sinm(νπτ/2)
: 0 < τ 6 1/ν

}
6 Πν(W

r(ωm,Φ);L2(R)) 6
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6 Aνπ(W r(ωm,Φ)) 6
1

2m(νπ)r
lim sup

{
Φ(τ)

sinm(νπτ/2)
: τ → 0 +

}
, (4)

где Πν(·) — любой из средних ν-поперечников, рассмотренных выше.

Доказательство. Хорошо известно [1], что для произвольной функции f ∈
L2(R) существует единственная функция Lσ(f) ∈ Bσ,2, которая наименее
уклоняется от f в метрике пространства L2(R) и имеет вид

Lσ(f, x) :=
1√
2π

σˆ

−σ

F(f, u)eixudu, (5)

где F(f) — преобразование Фурье функции f в L2(R). При этом

A2
σ(f) = ‖f − Lσ(f)‖2 =

ˆ

|u|>σ

|F(f, u)|2du. (6)

Напомним , что для f ∈ Lr2(R) выполняется неравенство

Aσ(f) 6
1

σr
Aσ(f (r)), (7)

где σ ∈ (0,∞) — произвольное число.
Поскольку, в силу формулы (6), для f ∈ Lr2(R)

A2
σ(f (r)) =

ˆ

|u|>σ

|F(f (r), u)|2du, (8)

то для произвольного числа ε ∈ (0, ν̃), где ν̃ = min(ν, 1/ν), существует такое число
Kε = K(ε, f (r)) ∈ R+\{0}, Kε > σ, что имеет место неравенство

A2
σ(f (r)) 6

Kεˆ

|u|>σ

|F(f (r), u)|2du+ ε. (9)

Известно [6], что для функции f ∈ L2(R) ее модуль непрерывности m-го
порядка можно представить в виде

ωm(f, t) = sup
|h|6t

{
2m

∞̂

−∞

|F(f, u)|2(1− cos(hu))mdu

}1/2

. (10)

С учетом формулы (10) для произвольного числа hε ∈ (0, π/Kε] получаем

Kεˆ

|u|>σ

|F(f (r), u)|2du 6
1

(1− cos(hεσ))m

Kεˆ

|u|>σ

|F(f (r), u)|2(1− cos(hεu))mdu 6
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6
ω2
m(f (r), hε)

2m(1− cos(hεσ))m
. (11)

Используя соотношение (11), формулу (9) запишем следующим образом:

A2
σ(f (r)) 6

ω2
m(f (r), hε)

2m(1− cos(hεσ))m
+ ε. (12)

Тогда для произвольной функции f ∈ Lr2(R) из (7) и (12) имеем

A2
σ(f) 6

1

2mσ2r
· ω2

m(f (r), hε)

(1− cos(hεσ))m
+

ε

σ2r
. (13)

Из соотношений (8), (9) следует, что при ε → 0+ имеем Kε → ∞, а значит
hε → 0+. Устремляя ε к нулю справа, из (13) для произвольного элемента f ∈
W r(ωm,Φ) запишем

Aσ(f) 6
1

2m/2σr
lim sup

{
ωm(f (r), τ)

(1− cos(στ))m/2
: τ → 0 +

}
6

6
1

2mσr
lim sup

{
Φ(τ)

sinm(στ/2)
: τ → 0 +

}
. (14)

Пусть σ := νπ. Тогда с учетом соотношений (3) и (14) получаем оценки сверху

bν(W
r(ωm,Φ);L2(R)) 6 dν(W

r(ωm,Φ);L2(R)) 6 δν(W
r(ωm,Φ);L2(R)) 6

6 Aνπ(W r(ωm,Φ);L2(R)) 6
1

2m(νπ)r
lim sup

{
Φ(τ)

sinm(νπτ/2)
: τ → 0 +

}
. (15)

Перейдем к получению оценок снизу рассматриваемых экстремальных харак-
теристик классов W r(ωm,Φ). Для этого полагаем σ̂ := νπ(1 + ε), где ε ∈ (0, ν̃) есть
произвольное число. Тогда, согласно формуле (2), средняя размерность

dim Bσ̂,2 = ν(1 + ε). (16)

Рассмотрим множество целых функций

Bσ̂(ρ) := Bσ̂,2 ∩ ρBL2(R) = {g ∈ Bσ̂,2 : ‖g‖ 6 ρ},

где

ρ :=
1

2m/2(σ̂)r
inf

{
Φ(τ)

(1− cos(σ̂τ))
m/2
∗

: 0 < τ 6 1/ν

}
,

(1− cosx)∗ := {1− cosx, если 0 6 x 6 π; 2, если x > π}. (17)

Для произвольной функции g ∈ Bσ̂,2 имеем

‖g(r)‖ 6 (σ̂)r‖g‖.
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С учетом данного неравенства для любого элемента g ∈ Bσ̂,2 получаем

ωm(g(r), t) = sup
|h|6t

{
2m

∞̂

−∞

|F(g(r), u)|2(1− cos(hu))mdu

}1/2

6

6 2m/2(1− cos(tσ̂))m/2∗

{ σ̂ˆ

−σ̂

|F(g(r), u)|2du
}1/2

=

= 2m/2(1− cos(tσ̂))m/2∗ ‖g(r)‖ 6 2m/2(σ̂)r(1− cos(tσ̂))m/2∗ ‖g‖ 6

6 (1− cos(tσ̂))m/2∗ inf

{
Φ(τ)

(1− cos(σ̂τ))
m/2
∗

: 0 < τ 6 1/ν

}
. (18)

Пусть 0 < t 6 π/σ̂. Тогда, полагая в правой части соотношения (18) τ := t и
учитывая (17), имеем

ωm(g(r), t) 6 Φ(t). (19)

Пусть теперь π/σ̂ 6 t < ∞. Поскольку, в силу (17), в данном случае (1 −
cos(tσ̂))

m/2
∗ = 2m/2, то из (18) получаем

ωm(g(r), t) 6 2m/2 · inf

{
Φ(τ)

(1− cos(σ̂τ))
m/2
∗

: 0 < τ 6 1/ν

}
.

Полагая в данном неравенстве τ := π/σ̂ = 1/(ν(1 + ε)), запишем

ωm(g(r), t) 6 Φ

(
1

ν(1 + ε)

)
.

Учитывая, что мажоранта Φ является возрастающей функцией, из последнего
неравенства получаем соотношение (19) для рассматриваемых значений t.

Следовательно, справедливо включение Bσ̂(ρ) ⊂ W r(ωm,Φ), на основании
которого получаем

bν(W
r(ωm,Φ);L2(R)) > bν(Bσ̂(ρ);L2(R)) > ρ,

или

bν(W
r(ωm,Φ);L2(R)) >

1

2m/2(νπ)r
inf

{
Φ(τ)

Fν,m(ε, τ)
: 0 < τ 6 1/ν

}
, (20)

где
Fν,m(ε, τ) := (1 + ε)r (1− cos(νπτ(1 + ε)))m/2∗ . (21)

Исходя из (17) и (21) очевидно, что Fν,m(ε, τ), как функция от ε ∈ (0, ν̃),
при фиксированных значениях ν,m, τ является монотонно возрастающей и
lim{Fν,m(ε, τ) : ε→ 0+} = 2m/2 sinm(νπτ/2). Тогда для произвольного сколь угодно
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малого числа δ ∈ (0,Φ(1/ν)) существует такое значение ε̃ = ε̃(δ, τ) ∈ (0, ν̃), для
которого выполняется неравенство

1

Fν,m(ε̃, τ)
>

1

2m/2 sinm(νπτ/2)
− δ

Φ(1/ν)
.

Умножая обе части данного соотношения на величину Φ(τ), где 0 < τ 6 1/ν,
получаем

Φ(τ)

Fν,m(ε̃, τ)
>

Φ(τ)

2m/2 sinm(νπτ/2)
− δ.

Отсюда следует неравенство

inf

{
Φ(τ)

Fν,m(ε̃, τ)
: 0 < τ 6 1/ν

}
>

1

2m/2
inf

{
Φ(τ)

sinm(νπτ/2)
: 0 < τ 6 1/ν

}
− δ. (22)

Используя определение верхней грани числового множества, из (22) имеем

sup

{
inf

{
Φ(τ)

Fν,m(ε, τ)
: 0 < τ 6 1/ν

}
: 0 < ε < ν̃

}
=

=
1

2m/2
inf

{
Φ(τ)

sinm(νπτ/2)
: 0 < τ 6 1/ν

}
. (23)

Вычисляя верхнюю грань по ε ∈ (0, ν̃) от правой части неравенства (20), с
учетом (23) получаем оценку снизу среднего ν-поперечника по Бернштейну класса
W r(ωm,Φ):

bν(W
r(ωm,Φ);L2(R)) >

1

2m(νπ)r
inf

{
Φ(τ)

sinm(νπτ/2)
: 0 < τ 6 1/ν

}
. (24)

Требуемое соотношение (4) следует из формул (15) и (24). Теорема 1 доказана.

Следствие 1. Если мажоранта Φ удовлетворяет условию

inf

{
Φ(τ)

sinm(νπτ/2)
: 0 < τ 6 1/ν

}
= lim sup

{
Φ(τ)

sinm(νπτ/2)
: τ → 0 +

}
, (25)

то имеют место следующие равенства:

Πν(W
r(ωm,Φ);L2(R)) = Aνπ(W r(ωm,Φ)) =

=
1

2m(νπ)r
inf

{
Φ(τ)

sinm(νπτ/2)
: 0 < τ 6 1/ν

}
, (26)

где Πν(·) — любой из рассмотренных выше средних ν-поперечников. При этом
пара (Lr2(R),Lνπ), где оператор Lνπ определяется формулой (5) при σ := νπ,
будет экстремальной для среднего линейного ν-поперечника δν(W r(ωm,Φ);L2(R)),
а подпространство Bνπ,2 является экстремальным для среднего ν-поперечника по
Колмогорову dν(W r(ωm,Φ);L2(R)).
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Проиллюстрируем на следующем примере применение полученных результа-
тов. Пусть Φ∗(t) := tm, где m ∈ N. Тогда условие (25) будет выполнено, а
соотношение (26) принимает вид

Πν(W
r(ωm,Φ∗);L2(R)) = Aνπ(W r(ωm,Φ∗)) =

1

(νπ)r+m
.

В заключение отметим, что приведенные в данном сообщении результаты
можно рассматривать как соеобразное распространение работы Ю.И.Григоряна
[13] на случай решения экстремальных задач теории аппроксимации функций в
пространстве L2(R).
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