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АНАЛІЗ ПРОБЛЕМИ ДОСЛІДЖЕННЯ ПРОДУКТИВНОСТІ 

БАГАТОПРОЦЕСОРНИХ СИСТЕМ 
 

Значний інтерес у практиці паралельних обчислень викликає 
оцінювання величини можливого підвищення продуктивності з 
урахуванням якісних характеристик самого програмного продукту і 
технічних можливостей багатопроцесорної обчислювальної системи. В 
ідеальному випадку можна передбачити, що розв’язування задачі за 
допомогою кількості процесорів n повинне виконуватися в n разів 
швидше, ніж на одному процесорі, або дозволяє розв’язати задачу, 
обсяги даних у якій в n разів більші. Проте насправді такого 
прискорення практично ніколи не вдається досягти. Причина цієї 
обставини добре ілюструється законом Амдала (Gene Amdahl) [6]. Він 
пов’язує потенційне прискорення обчислень при розпаралелюванні з 
часткою операцій, що виконуються апріорі послідовно. Нехай f (0 < f < 1) 
– частка операцій алгоритму, яку розпаралелювати неможливо, тоді 
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розпаралелювальна частка дорівнює (1 – f). При цьому на першому етапі 
дослідження продуктивності багатопроцесорних систем витрати часу на 
передачу повідомлень не будемо враховувати. Припустимо, що ts – час 
виконання алгоритму на одному процесорі (послідовний варіант), а n – 
число процесорів паралельної обчислювальної системи. При 
перенесенні алгоритму розв’язку необхідної задачі на паралельну 
обчислювальну систему час розрахунку розподілиться таким чином: 

– stf ⋅  – час виконання частки алгоритму, яку розпаралелити 
неможливо; 

– n/t)f( s⋅−1  – час, витрачений на виконання розпаралелюваної 
частки алгоритму. 

Тоді час tp, необхідний для розрахунку на паралельній 
обчислювальній системі з використанням кількості процесорів n, буде 
визначатись таким чином: 

n/t)f(tft ssp ⋅−+⋅= 1 .    (1) 

При цьому прискорення часу розрахунку програми можна 
з’ясувати на підставі виразу: 

p

s

t

t
S ≤ .       (2) 

Зважаючи на співвідношення (1), значення величини S можна 
записати в такому вигляді: 

n

f
fntftf

t
S

ss

s

−+
=

⋅−+⋅
≤

1
1

/)1( .    (3) 

Співвідношення (3) і називають формулою Амдала. 
Реалізовуючи операцію граничного переходу за необмеженого 

збільшення числа процесорів n, отримують, що 

f
nfS

n

1
),(lim =

∞→ .       (4) 
Зауважимо, що формули (3) і (4) є справедливими як для SMP-

систем (із спільною пам’яттю), так і для MPP-систем (з розподіленою 
пам’яттю), що передбачають механізм обміну повідомленнями між 

процесорами. Тоді для досліджуваних обчислювальних систем дещо 
різний сенс вкладається в поняття «частка непаралельного коду». У зв’язку 
з цим проаналізуємо зазначену обставину. Для SMP-систем цю частку 



«СУЧАСНІ ПРОБЛЕМИ ІНФОРМАТИКИ В УПРАВЛІННІ, ЕКОНОМІЦІ, ОСВІТІ ТА 
ПОДОЛАННІ НАСЛІДКІВ ЧОРНОБИЛЬСЬКОЇ КАТАСТРОФИ» 

 

 
141 

утворюють тільки ті оператори, виконання яких залежить від головної 
нитки програми. Для MPP-систем непаралельна частина коду 
утворюється за рахунок операторів, виконання яких дублюється всіма 
процесорами. Оцінити цю величину з аналізу тексту програми 
практично неможливо. Отже, оцінку можуть дати тільки реальні 
розрахунки із залученням різної кількості процесорів. Саме цю 
обставину і необхідно брати до уваги в практичному аналізі 
ефективності багатопроцесорних систем. 

Аналіз виразів (3) і (4) показує, що тільки мала частка послідовних 
операцій (f << 1) дозволяє досягти значного (звичайно, не більше ніж в n 

разів) прискорення обчислень. З формули (3) виходить, що р-кратне 

прискорення може бути досягнуте лише тоді, коли частка 
непаралельного коду дорівнює 0. Очевидно, що домогтися цього 
практично неможливо. Наприклад, у разі, коли f = 0,5, то застосування 
будь-якої кількості процесорів (навіть нескінченно великої) не створить 
можливості, щоб величина S була більшою за 2!. Підкреслимо, що ці 
обмеження носять фундаментальний характер (їх не можна обійти для 
заданого алгоритму). Разом з тим, практичне визначення частки f 

послідовних операцій апріорі зазвичай неможливе. Таким чином, якісні 
характеристики самого алгоритму накладають обмеження на можливе 
прискорення обчислень при розпаралелюванні. Наприклад, характерні 
для інженерних розрахунків алгоритми за послідовними формулами 
розпаралелюються погано (тобто, частка f значуща). Але алгоритми, які 
зводяться до задач лінійної алгебри, розпаралелюються задовільно 
(операції з матрицями – множення, перетворення, знаходження власних 
значень, розв’язування СЛАР і под.). 

Закон Амдала визначає принципово важливі для паралельних 
обчислень положення:  

1. Прискорення обчислень (4) залежить як від потенційного 
паралелізму задачі (величина 1 – f), так і від параметрів апаратури (числа 
процесорів n). 

2. Граничне прискорення обчислень визначається властивостями 
задачі. 

Припустимо, наприклад, що f = 0,2 (це реальне значення), тоді 
прискорення обчислень не може перевищувати 5 при застосуванні будь-
якого числа процесорів, тобто максимальне прискорення визначається 
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потенційним паралелізмом задачі. Очевидною виявляється надзвичайно 
висока чутливість прискорення до зміни величини f. 

Оцінити наперед частку послідовних операцій f складно (самі 
поняття «послідовних» і «паралельних» операцій формалізується важко 
та не мають однозначних тлумаченнь). Разом з тим, в практичному 
застосуванні можна спробувати формально використати закон Амдала 
для розв’язку оберненої задачі – визначення величини f за 
експериментальними даними продуктивності. Це дає можливість 
кількісно судити про досягнуту ефективність розпаралелювання. 

Треба підкреслити, що закон Амдала зручний для якісного аналізу 
проблеми розпаралелювання. Проте недоліком виразу (3) є те, що він не 
відображає витрат часу на міжпроцесорний обмін повідомленнями (це 
якраз і виражається у співвідношенні (3) знаком «менше або дорівнює»). 
В такому випадку застосовують мережевий закон Амдала [2; 5]. Отже, 
більш точним для аналізу ефективності багатопроцесорних 
обчислювальних систем можна вважати вираз вигляду: 

.
1

1

c
n

f
f

S
+−+

=       (5) 

Співвідношення (5) і відображає закон Амдала. У ньому величину с 

називають коефіцієнтом мережевої деградації обчислень, який 
визначається на підставі співвідношення:  

,ТА
cc сc

tW

tW
c ⋅=

⋅
⋅=      (6) 

тут W – число операцій (обчислень) у задачі; Wc – кількість передач 
даних; t – час виконання однієї операції; tc – час однієї передачі даних. 
Такий коефіцієнт визначає обсяг обчислень, що припадає на одну 
передачу даних (за витратами часу). Проаналізуємо його співмножники 
сА і сТ. При цьому коефіцієнт  

W

W
с c

A = .      (7) 

Він показує ту складову коефіцієнта деградації, яка зумовлена 
властивостями алгоритму розпаралелювання. Збільшення величини 
коефіцієнта знижує загальне значення величини S. У свою чергу, 
коефіцієнт  
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A
ctс
t

= .      (8) 

Ця величина відображає ту компоненту коефіцієнта деградації, яка 
залежить від технічної складової, тобто від співвідношення 
продуктивності процесора й апаратури мережі. 

Таким чином, щоб підвищити швидкість обчислень, слід впливати 
на обидва компоненти коефіцієнта деградації. Для багатьох задач і 
мереж ці коефіцієнти можуть бути обчислені аналітично заздалегідь. 
Хоча, необхідно підкреслити, що на значення цих величин впливає 
безліч чинників: алгоритм задачі, обсяг даних, реалізація функцій 
обміну бібліотеки MPI, використання розділюваної пам’яті. Крім того, 
істотний внесок у значення цих коефіцієнтів роблять технічні 
характеристики комунікаційних середовищ та їх протоколів. 

Дослідника може зацікавити дія мережевого закону Амдала (5) за 
умови ідеального паралелізму (коли f = 0). Проаналізуємо цей випадок. 
На підставі співвідношення (5) мережеве прискорення обчислень 
визначається таким чином: 

cn

n

c
n

S
⋅+

=
+

=
11

1

.     (9) 

Реалізовуючи операцію граничного переходу, якщо величина 
коефіцієнта мережевої деградації прямує до нуля, отримують такий 
вираз: 

n
cn

n
ncS

cc
=

⋅+
=

→→ 1
lim),(lim

00
.    (10) 

Співвідношення (10) показує, що мережевий закон Амдала (5) має 
бути основою для оптимальної розробки алгоритму програмування і 
моделювання задач, призначених для розв’язку на багатопроцесорних 
обчислювальних комплексах. 

З іншого боку, вираз (10) підтверджує, що за ідеального паралелізму 
(коли f = 0) мережеве прискорення не перевищує числа процесорів. 
Проте, на практиці може виявитися, що в деяких випадках прискорення 
обчислень на n-процесорних обчислювальних комплексах перевищує 
кількість процесорів n, і тоді відзначають, що має місце так званий 
«парадокс паралелізму». Його пояснення лежить у суто технічній сфері. 
Наприклад, обробка матриць великого розміру найбільш імовірно 
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призведе до необхідності скидання частини їхніх елементів на зовнішню 
(зазвичай дискову) пам’ять (англ. swapping, укр. свопінг). Але тривалість 
цієї процедури на багато порядків перевищує час звернення до 
оперативної пам’яті. Звичайно, за раціонального програмування такі 
матриці будуть розподілені між оперативною пам’яттю процесорів. 
Кожна матриця при цьому повністю вміщується в оперативній пам’яті 
відповідного процесора й свопінгу можна уникнути. Цим і пояснюється 
«дивне» підвищення швидкодії обчислень на багатопроцесорних 
обчислювальних системах. Проведений аналіз класичного підходу до 
оцінювання продуктивності багатопроцесорних систем показує, що для 
визначення викладених оцінок необхідно виконувати реальні 
розрахунки із залученням різної кількості процесорів для певного класу 
задач, які розв’язуються за допомогою кластерних систем. 

Проведений аналіз класичного підходу до оцінювання 
продуктивності багатопроцесорних систем показує, що для визначення 
таких оцінок необхідно виконувати реальні прорахунки із залученням 
різної кількості процесорів для розв’язування певного класу задач. Саме 
цю обставину й необхідно брати до уваги в практичному аналізі 
продуктивності багатопроцесорних систем. Така ідея і отримала свій 
розвиток у подальших дослідженнях [1; 3; 4]. 
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